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1. INTRODUCTION 
Nous ttudions, dans cet article, une interprt?tation combinatoire de la 
substitution plkthystique de deux series formelles du type 
F(x,,x,,...)=~f,,,...~~(xj’x~~~~x~)/(d,! P’d,! ~“2-d,! ny, (1) 
oti les coefficients f dld2 _. dn sont des entiers, et oti la somme a lieu sur l’en- 
semble des suites d’entiers dl, d,,..., d, avec n quelconque. Non seulement 
cette substitution particulikre joue un rcile important en combinatoire, 
entre autre dans l’&ude des structures g isomorphisme p&s, mais elle inter- 
vient aussi dans la thkorie de la reprtsentation des groupes, et dans certains 
problkmes de thkorie des nombres. 
Rbcemment, 0. Nava et G.-C. Rota [ 111 ont proposk un modkle com- 
binatoire pour cette substitution en terme d’une thborie du m&me genre que 
la thkorie des espkces de structures de A. Joyal [S]. Plus prkistment, iIs 
Claborent la thkorie des espkes partitionnelles, et associent g chacune de 
ces espkes une sCrie formelle du type (l), & un multiple p&s des coef- 
ficients. 11s di-finissent alors une opkation combinatoire entre les espkes 
partitionnelles qui correspond, en passant aux skies formelles assocites, au 
composi: pl&hystique. 
Nous allons plutdt &laborer une interprktation combinatoire de la sub- 
stitution plkthystique, en terme d’espkes sur les permutations. D’abord 
parce qu’on peut comprendre plus facilement dans ce contexte les par- 
ticularitts de la substitution pltthystique, mais aussi parce qu’il est possi’ble 
d’ktablir un lien important entre la substitution des espkces au sens de 
Joyal (B-espkes), et celle que nous allons introduire (Sespkces). Ce lien 
prend la forme d’un foncteur entre la cathgorie des B-espbces et celle des 
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esplces sur les permutations, qui preserve les operations. On obtient ainsi 
une demonstration de la formule de Joyal liant la substitution plethystique 
a la substitution des B-espbces. Cette dtmarche s’inscrit dans le contexte de 
Bergeron [ 11. 
Mais rappelons d’abord ce quest la substitution plethystique. Soit done 
(3x1, x2,.- ) = 1 gdld2.. d”(x;‘lxp . . . x$)/(d, ! 1 “‘d, ! 24 . . * d, ! ndn), 
une seconde strie de type (1) telle que G(0, O,...) = 0. La serie H(x,, x,,...) 
est obtenue par substitution plethystique de G dans F, si et seulement si 
H(x,,x, ,... )=F(G,, G, ,...) 
oti par definition Gk(xI, x2, x3 ,...) = G(xlk, xZk, xsk ,... ). On ecrit alors 
H = Fo G. 11 a et6 remarque depuis longtemps que l’anneau de ces series 
formelles est fermi: pour I’opiration 0. En plus d’expliquer ce fait com- 
binatoirement, nous allons aussi expliquer pourquoi x, 0 xk = x,&. 
2. LES ESPkES SUR LES PERMUTATIONS 
Une espece de structures au sens de Joyal, est un foncteur de la cadgorie 
des ensembles finis (avec comme fleches les bijections), vers la categoric des 
ensembles finis. Nous aimerions dt%nir une variante de la theorie des 
especes en modifiant la categoric source de ces foncteurs. Designons done 
par S la categoric dont les objets sont les couples (A, a), oti 0 est une per- 
mutation de A, c’est-a-dire que c est une bijection c: A 3 A. S’il n’y a pas 
risque de confusion, on dtsigne encore par g l’objet (A, cr). Une fleche 
~3: (A, c) + (B, r) de la categoric s est une bijection 9: A rB telle que 
T=pCT~y)-l. Remarquons qu’une permutation cr de A induit toujours une 
fleche 6: (A, cr) -+ (A, c). 
Une espece T sur les permutations, ou encore !%espPces, est un foncteur 
T: s -+ &zs, de la categoric $$ dite des permutations, vers la categoric 6% 
des ensembles finis. Pour un objet (A, c) de s, on dit d’un element de I’en- 
semble T[(A, a)] que c’est une structure de S-espece T sur (A, a). Un 
morphisme a: T + P de la S-espece T a la s-espbce P, est une transfor- 
mation naturelle entre les foncteurs correspondants. On obtient ainsi la 
categoric S-Esp des .%especes. Nous dtsignerons d’autre part par B-Esp la 
categoric des especes au sens de Joyal, c’est-a-dire les foncteurs R: B -+ bns, 
oti B est la categoric des ensembles finis avec comme fleches les bijections. 
Introduisons maintenant quelques constructions sur les S-especes. On a 
d’abord la somme de deux S-especes T et P, qu’on dtfinit en posant 
(T + P)[a] = T[a] + [IO] (somme disjointe). Une dissection dun objet 
(A, 0) de s, est un couple ((A,, (T,), (A*, 02)), oh: 
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(I) A,+A,=A, 
(II) o(Ai) = Ai pour in { 1,2), et enfin 
(III) ci est la restriction & Ai de Q. 
Le seul objet de S qui n’admet qu’une seule dissection est (@, Id,), on 
le dtsigne par 0. Les permutations cycliques n’ont que des dissections 
triviales, ce sont des objets dits “irrkductibles.” Gkomttriquement, une des 
dissections d’une permutation CT peut se rep&enter comme il est dkrit h la 
(Fig. 1). 
On peut alors dkfinir le prod& T l P de deux Sesphes T et P, comme 
od la somme a lieu sur l’ensemble des dissections (CT,, ran) de o-* 
Pour simplifier les notations dans ce qui suit, posons: 
oh di est le nombre de cycles de CT de longueur i, tz est de cardinalitt: de 
l’ensemble sous-jacent & B, et les xi sont une inhitt de variables distinctes. 
11 est clair que y(o) ne dtpend que du type cyclique de la permutation CT, 1 
savoir le vecteur d = (d,, d2,..., d,). Pour un tel d, posons encore 
(I) d!=d,!d,!.-.d,!, 
(II) Aut(d) = d, ! Idid,! 2d2.. . d,?! nd”, 
(III) xd=x:‘x$-.x$, oil x=(x1,x2 ,... ), 
(IV) IJdlJ = Id, +2d2+ ... +nd,. 
FIGURE 1 
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Observations 
Deux permutations G et r sont isomorphes, au sens de S, si et seulement 
si elles ont le m$me type cyclique. De plus, il est facile de verifier que pour 
e et f deux types cycliques, l’ensemble des triplets (d, crl, c2), od (cl, c2) est 
une dissection dune permutation 0 fixte de type d = e + f, o1 est de type e, 
et g2 est de type f, a comme cardinalite d!/e! f!. De plus, quelle que soit la 
S-espece T, la fonctorialite de T assure que la cardinalite de T[o] ne 
depend que du type cyclique de c. On peut done Ccrire T[d] pour la 
cardinalite de T[o]. 
A toute S-espece T, on peut associer la strie: 
; TCdl xd/AuW, 
od d varie dans l’ensemble des types cycliques. C’est done la une serie a une 
infinite de variables x1, x2,...; que l’on designera dans ce qui suit par 
T(x,, x2,...), et on dira que c’est la she indicatrice de cycles (ou plus sim- 
plement: s&ie indicatrice) de T. I1 est facile de verifier que 
(T + P)(xl, x2 ,...) = T(x,, x2 ,...) + P(x,, x2 ,...) 
(T l P)(x,, x2 ,...) =T(x,, x2 ,...). P(Xr, X, ,... ). 
On designera parfois par Card(T) la serie indicatrice de T. 
Comme premier exemple de S-espece, considerons C,,, telle que: 
si 0 est un cycle de longueur n 
sinon. 
La serie indicatrice de C, est x,/n. 11 rtsulte de la definition du produit que 
(C,)” est une S-espece telle que (C,)k[a] est non vide seulement lorsque [r 
a exactement k cycles tous de longueur n. La donnt d’un Clement de 
(C,)k[~] correspond alors a la donne dun ordre total sur ces cycles. Cette 
remarque suggere de designer par ((Qk/k! la S-espece caracttristique des 
permutations ayant k cycles de longueur n. La serie indicatrice de cycles de 
(C,)k/k! est alors (x,)k/nk(k!). On en conclut plus generalement que pour 
d = (d,, d2 ,..., d,), (C;llC ;‘2. . . C&)/d! est la S-espbce caracteristique des per- 
mutations de type d, i.e., ayak exactement d, cycles de longueur 1, d2 
cycles de longueur 2,..., et d, cycles de longueur n. Le lecteur aura 
prabablement dt5jQ devine que la serie indicatrice de cycles de cette 
5%espece est xd/Aut(d). 
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Comme autre type d’exemples, considerons la &espGce Cycle carac- 
teristique des cycles, c’est-a-dire que: 
Cycle[o] = 
i 
f/J> si cr est un cycle 
@ sinon. 
On observe alors que la serie indicatrice de Cycle est C, x7&z. Si d’autre 
part on designe par U la S-espke telle que, pour toute permutation c, 
U[o] = (0-1, alors il s’ensuit que: 
Card(U) = C xd/Aut(d) 
d 
oii x = (Xl) x2, xg,... ) et d varie dans l’ensemble des tuplets (d,, d,, d3,..., d,,) 
avec n quelconque. Enh, pour n et k deux entiers positifs non nuls, on 
dtsigne par C,,, la S-espece telle que pour cr une permutation de l’ensemble 
fini A, on ait 
Cd-4 01 
{BIBsA, #B=n,etak(B)=B1 sioestuncycledelongueurnk 
sinon. 
On dit dune C,,, -structure sur un cycle g (de longueur nk), que c’est un 
cycle n-point&. La serie indicatrice associee a cette espkce est xnk,Jn. 
3. SUBSTITUTION 
Afin de pouvoir dtfinir la substitution pour les .%especes, commenqons 
par rappeler quelques definitions auxiliaires. Pour = une relation 
d’equivalence sur un ensemble fini A, et pour une bijection (T du m&me 
ensemble, on d&nit la relation d’equivalence =-@ en posant: a=, b, 
si et seulement si o(a) 3 c(b). On dit dune relation d’equivalence z sur A 
qu’elle est compatible avec une permutation 0 de A, si et seulement si z et 
z (r cokcident. Pour chaque relation d’equivalence z:, on dbsigne encore 
par A/z Tensemble des classes d’tquivalence de A suivant = . Lorsque z 
est compatible avec (r, on peut definir une permutation o/r de A/r en 
posant, pour BE (A/z ), (G/Z )(B) = o(B). De plus, pour chaque classe 
d’equivalence B E (A/ - ), on peut detinir la trace c‘B de G sur B en posant, 
pour b E B, que a,(b) = c?(b), oti k est le plus petit entier ( >O) tel que 
ok(b) soit dans B (k ne depend que de B et 0). 
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Dt@ition de la substitution 
Soit P une S-espece telle que P[O] = fzr, et telle que pour tout (A, a) on 
ait P[o: (A, a)r (A, o)] = IdpCA,O,; et soit T une S-espece quelconque. La 
substitution TOP de P dans T se definit de la facon suivante. Pour chaque 
objet (A, D) E S, une structure de S-espece T 0 P sur (A, cr) est la don&e: 
(I) dune relation d’equivalence z sur A compatible avec (T, 
(II) d’une T-structure sur (A/r, g/z ), 
(III) et enfin, pour chaque BE (A/r ), dune P-structure ps sur 
(B, (mu), avec la condition de compatibilitk: P[~](pu)=p~~~,. (11 y a ici un 
leger abus de notation dans le membre de gauche, B dtsigne la fleche de CT~ 
1 
a o,(u) correspondant a la restriction de CJ a B.) 
II est plus facile de comprendre le sens de cette definition si l’on a une 
bonne representation: des relations d’tquivalences E compatibles avec une 
permutation cr, du quotient C/E de G par --, et enfin de la trace (mu de (r 
sur une classe B. Nous illustrons ci-dessous ces concepts. 
(I) Une relation d’cquivalence =, compatible avec cr, prend en general 
l’allure decrite a la (Fig. 2a). 
(II) La permutation C/Z peut alors etre represent&e gtomttri- 
quement comme decrit en (Fig. 2b). 
(III) Enlin, la trace CJ~ de CJ sur B une classe de = se reprcsente 
(a) dans le cas oti oB coincide avec la restriction de D a B, comme 
decrit en (Fig.2c), 
(b) et dans celui pour lequel cB fait effectivement intervenir les 
composts de c’, comme decrit en (Fig. 2d). 
FIGURE 2 




Ce n’est que dans ce dernier cas que la condition de compatibilitt de la 
definition de substitution est non triviale. Elle impose que le choix de la 
P-structure sur chacune des parties soit le meme a transport de structures 
pres. 
FR~PO~ITION 1. (I) CnOCkzCnk, 
(II) C,,~o(C;‘IC~.-.C~)/d!r(C~~C~~...C~~)/d!, 
oii C,,, designe la S-espece des cycles de longueur nk, n-point&x 
Dkmonstration. (I) En fait, soit 0 une permutation telle que 
C, 0 C,[o] soit non vide. La dorm&e d’une CT,0 C,-structure sur g corres- 
pond a la don&e d’une relation d’equivalence s compatible avec CJ, telle 
we; 
(a) g/z est un cycle de longueur IZ et 
(b) sur chaque classe B E (A/ = ), cm est un cycle de longueur k. 
On en conclut que cr est cyclique, puisque 
(-a) assure qu’on peut passer d’une classe a n’importe quelle 
autre classe via un compose de Q et que 
( -b) assure qu’au sein dune classe on peut toujours passer d’un 
element un autre via un it&C de CJ. 
De plus, il n’y a qu’une seule telle relation d’equivalence. 
(II) Nous designerons par Ud la S-espece caracttristique des per- 
mutations de type d. Done Ud = (C;‘l Cp.. . C$)/d!. Pour une permutation 
CT, une structure de S-espece Cl,k~ U,, sur CT necessite d’abord la don&e 
dune relation dtquivalence = compatible avec IT, telle que: 
(a) CT/ = est un cycle de longueur k, 
(b) sur chaque classe B de S, gn est une permutation de type Ud. 
Or pour chaque partie B et chaque b E B, a,(b) = 8(b). La permutation IJ 
aura done d, cycles de longueur jk (1 <j < n), si d = (d, , d,,..., d,). De plus, 
chaque cycle de (r intersecte chaque classe B en c/k points si c est la 
iongueur du cycle. 
Pour completer la don& dune Cl,, oU,,-structure sur CT, on doit pointer 
le cycle cr//~ . Mais ceci equivaut a choisir une des classe B. Le choix de 
cette classe correspond a choisir j points sur chaque cycle de longueur jk de 
cr, pour tout j, ce qui montre I’assertion. 
11 est important, pour la suite de cet expose, d’oberver que la cardinalite 
de Cl,, 0 U, est (~~~/l)~~(x~~/2)~. . . (x,,Jn)d,ld!. 
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PROPOSITION 2. Pour une S-espke P fixCe telle que P[I@] = 0, le 
foncteur 
(- ) 0 P: S-Esp -+ S-Esp 
p&serve la somme et le produit de S-esphces, et leurs neutres respectifs. De 
plus ( - ) 0 C 1 et C 1 0 ( - ) sont tous deux l’identitk de S-Esp. 
DPmonstration. Pour illustrer comment on pro&de, montrons que 
( - ) 0 P p&serve le produit, c’est-&dire qu’on a naturellement (T l R) 0 P z 
(T 0 P) l (RoP). ConsidCrons done une (T l R) oP-structure sur une per- 
mutation U. On a done d’abord une relation d’hquivalence - compatible 
avec 0, une (T l R)-structure 71 sur o/e, et eniin pour chaque classe B de 
z., une P-structure pB sur crB. Mais la (T l R)-structure z sur Q/Z corres- 
pond ri la donnke d’une dissection (zl, z2) de G./ (telle que I’ensemble 
sous-jacent $ tl est reunion de classes de z, et de m&me pour zJ, d’une 
T-structure t sur t 1, et d’une R-structure r sur z2. La dissection (TV, z2) de 
o/z induit une unique dissection (aI, c2) de o, telle que (cI / E ) = z 1 et 
(GJ= ) = t2. On a done une (T 0 P)-structure sur Q~, et une (R 0 P)-struc- 
ture sur (T*, c’est-h-dire une (T 0 P) l (R 0 P)-structure sur 6. La rtciproque 
se montre en prockdant inversement. 
TH~OR~ME PRINCIPAL. Pour T et P deux S-espkes avec P[IO J = 0, et P 
tel que pour tout (A, o) on ait P[o: (A, (T)% (A, a)] =Id.,.,,,. AEors oyt 
aura toujours 
Card(T 0 P) = Card(T) 0 Card(P) 
02 la substitution dans le membre de droite est la substitution plkthystique. 
Dt!monstration. Pour un type cyclique d, dksignons par T,, la S-espkce 
TdCal = TCol 
si le type de g est d 
0 sinon. 
Pour toute S-espkce T on a alors T = Cd T,. On a dkjh remarqui: que 
(T + R) 0 P = (T 0 P) + (R 0 P), et il est facile de v&fier que 
On se ram&e done B montrer la proposition dans le cas 
Card(T, 0 P) = Card(T,) 0 Card(P), 
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puisque Card preserve la somme. Mais il decoule de la definition de la sub- 
stitution que 
Card(T,oP)= #T,[d] Card(U,oP), 
oti U est la S-espece uniforme. Rappelons qu’on a toujours (T l R) 0 P = 
(TOP) l (R o P), et que Card preserve aussi le produit; on peut done encore 
ramener la verification du theoreme a la verification plus simplement de 
Card(C, 0 P) = (xk/k) 0 Card(P) 
Or 
oti 5 varie dans l’ensemble des relations d’equivalence, sur un ensemble 
typique, compatibles avec c, et telle que O/E soit un cycle de longueur k. 
On a design& par r( I ) le type de la trace de e sur l’une des partie de =. 
Ce type est independant de la partie choisie. On peut done reecrire: 
Car4CkoP) = 1 “PCdl ( c v(c~)) 
d CT,3 
oti la somme C,,= s’effectue sur l’ensemble des couples (a, 5) avec G un 
type de permutation, et = une relation d’equivalence compatible avec c 
telle que e/z soit un cycle de longueur k et telle que pour chaque partie B 
de E on ait rru de type d. I1 est clair qu’on s’est encore une fois ramene a 
montrer un cas plus simple de la proposition, a savoir: 
Card(C, 0 U,) = (xk/k) 0 Card(U,). 
Mais c’est la une consequence immediate de la proposition 1. 
Pour illustrer les applications possibles de ce theoreme, nous allons en 
deduire une generalisation de l’identite cyclotomique [voir 101. Rappelons 
d’abord la forme classique de cette identitt: 
(1 -cxx)-l n (1 -Xk)--M(a,k) 
k&1 
06 M(a, k) = k-l xd,k p(k/d) cc’. Nous allons montrer que plus 
generalement 
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On obtient l’identite cyclotomique a partir de cette derniere identite en 
remplacant x, par x”, et en passant a l’exponentielle de chaque membres. 
Soit d un alphabet (ensemble) finit de cardinalite CI. On designe par % la 
S-espke telle que 
%‘[A, a] = 
{ojo:A+&j si 0 est un cycle 
M sinon. 
La serie generatrice de V est done C,, a 1 cPx,/n. Pour un cycle G, on dit de 
o E %[o] que c’est un mot cyclique sur 0. La periode n(o) d’un mot cycli- 
que cu se dbfinie de la facon usuelle comme &ant le plus petit entier k tel 
que o(ok(a)) = o(a), pour tout a dans A. Si l’on designe par @, la S-espece 
des mots cycliques de periode n, il est clair que GJ? = C, z 1 @,z. 
On dit encore dun mot cyclique qu’il est primitif, si sa periode est la 
longueur du cycle sur lequel il est construit, et on dtsgne par IFD la s-espece 
des mots cylciques primitifs. 11 suit de ces definitions et de la definition de 
la substitution, que @)n = IFD 0C,,; done %? = C, a 1 5J 0 C,,. D’autre part, la 
don& d’un mot cyclique sur un cycle de longueur n, equivaut a la don& 
dun mot cyclique primitif de longueur k, oh k divise ~1. Cest done dire que 
cc” = Cklnpk, ou pk est le nombre de mot cyclique primitif de longueur k. 
Une inversion de Mobius donne pk = Cdjk p(k/d) a’. Comme la serie 
indicatrice de P est C n 2 1 p,x,/n, on obtient l’identite cherchee par passage 
aux series indicatrices a partir de V = C, 3 I 1Fp o C,. 
Un rapprochement entre la theorie des S-especes et la theorie des 
fonctions symetriques peut s’articuler autour de la substitution aux 
variables xk des “power sums” Pk = C n z 1 tk, l’une des bases classiques des 
fonctions symetriques en les variables t,, t,, t,,.... 
4. LE FONCTEUR FIX 
Pour souligner autrement l’interet de cette nouvelle approche com- 
binatoire au pltthysme, nous allons montrer qu’on peut ttablir un lien 
entre especes au sens usuel, et especes sur les permutations. Ce lien, con- 
cretist par un foncteur Fix: B-Esp -+ $GEsp, permettera de transporter tout 
identite combinatoire entre espece de structures, en identite entre 
?Gespeces. En effet, le foncteur Fix respecte les operations I-, 0, et 0. 
(a) Soit T une B-espece et (A, 0) E S; i.e., CT est une permutation de 
A. On pose 
Fix(T)[(A, o)] = {t E T[A] I T[a](r) = t). 
Autrement dit, Fix(T) associe a une permutation l’ensemble des T-struc- 
tures qui admettent c comme automorphisme. 
582a/46/2.10 
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(b) Soit encore VP: (A, 0) 2 (B, z) une flkhe de S (i.e., z = q 0 ~0 9-l) 
on remarque que pour t dans Fix(T)[(A, o)], on a 
TC~lU’Cvl(t)) = ‘U-~D~~~~~-~I(TC~I(~)) 
=TII~~~T[al~T[I~-‘l(Tfcpl(t)) 
= TC4nl oVaI 
=TIIvl(t) 
on peut done dkfinir 
Fix(T)[p]: Fix(T)[(A, o)] rFix(T)[(B, z)] 
en posant 
WTKgol(~) = T[cpl(t). 
(c) Soit enfin p: T -+ P un morphisme de B-espkces, on d&it: 
Fix(p): Fix(T) -+ Fix(P) 
en posant, pour (A, a) ES et t E Fix[(A, o)], que 
FWh.dt) = pA(t) 
la naturaliti: de p assure que p*(t) appartient alors g Fix(P)[(A, a)]. 
PROPOSITION 3. Le foncteur Fix est tel que pour T et P des B-espkes, il 
existe des isomorphismes naturels: 
(I) Fix(O) r 0, 
(II) Fix(l) r 1, 
(III) Fix(U,)rU,, 
(IV) Fix(T + P) r Fix(T) -t Fix(P), 
(V) Fix(T l P) r Fix(T) l Fix(P), 
(VI) Fix(T o P) 2i Fix(T) 0 Fix(P), si P[@] = 0. 
oti U, et U, dksignent respectivement la iEB-espPce unifome et la S-espPce 
uniforme, c’est-h-dire U,[A] = (A}, et U,[o] = (c}. 
On a aussi pour tout (A, (r) Fix(T)[o: (A, CT) G (A, 0) J = IdFix(T)Ca,a,. 
Dkmonstration. L’isomorphisme (VI) est celui qui nous pkoccupe prin- 
cipalement. Les autres sont laissks en exercice. .Une TOP-structure sur un 
ensemble fini A est la donnke d’un triplet (E, t, (pB)BECAIE )) oti: 
UNE COMBINATOIRE DU PLfiTHYSME 303 
(1) = est une relation d’equivalence sur A, 
(2) I est une T-structure sur (A/r), 
(3) et entin, pour chaque BE (A/z ), pB est une P-structure sur B. 
Une permutation G de A est un automorphisme de (9, t, (P~)~~~,=) si 
et seulement si: 
(a) La permutation (r est un automorphisme de S, c’est-a-dire que 
la relation d’tquivalence = est compatible avec cr. 
(b) La permutation a,/= sur (A/z ) est un automorphisme de t, c’est 
done dire que t est une Fix(T)-structure sur (A/=, a/= ). 
(c) Enfin pour chaque B dans (A/= ), la trace ag de a sur B est un 
automorphisme de p B, puisque a 1 B coincide avec aB si a(B) = B, sinon il 
existe un unique entier k > 0 (qui depend de B) tel que ok(B) = B, or ak est 
aussi un automorphisme de ( =, t, (pB)Bf A,- ). On en conclut que pB est 
une Fix(P)-structure sur (B, aB). La rtciproque est aussi directe. 
11 decoule de (a), (b), et (c) que toute T oP-structure sur A laissee lixe 
par une permutation a de A peut s’identifier canoniquement a une structure 
de S-espece Fix(T) 0 Fix(P) sur (A, a), et inversement. 
A. Joyal designe par 2, la serie indicatrice de Fix(T). I1 montre, saris 
introduire les S-especes, que 
(1) zT+P=zT+&, 
(II) ZT.P = z,, zp, 
(III) ZTOP=ZTOZP. 
Nous obtenons aussi ces formules en vertu du thtoreme principal et de la 
proposition 3, ce qui nest pas possible en suivant l’approche de 
Nava-Rota. L’existence du foncteur Fix permet d’expliquer le role du 
plethysme dans plusieurs problemes. 
Le foncteur Fix admet comme adjoint a droite le foncteur 
5: S-Esp -+ B-Esp qui associe a chaque S-expece T la B-espece 2(T) telle 
que, pour A un ensemble fini, on ait: 
I(T)[A] = TEA, Id*]. 
11 correspond au foncteur Z un passage de la strie indicatrice associee & 
une S-espece T, a la strie generatrice de la B-espece 2(T). En effet, on a un 
morphisme d’anneau 
x: Q[[x 1, x2, x,,...II -+ QKllxll 
dtfini en posant X(t(x,, x2, x3 ,... )) = t(x, 0, 0 ,... ), pour chaque 
t(x,, x2, x,,...). Ce foncteur respecte la substitution. De plus, si 
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T(x,, x2, x,,...) est la serie indicatrice de la S-espece T, alors 2(T(x)) = 
W? Xl, x2, x3,-. )). Rappelons que l’on designe par M(x) la serie 
generatrice associee a une B-espbce M, c’est-a-dire M(x) = C, M,x”/n!, oti 
M, est le nombre de structures d’espece M sur un ensemble de car- 
dinalitt ~1. 
Le foncteur Fix admet aussi un adjoint a gauche, a savoir le foncteur U 
defini en posant 
WWAI= c Wol 
oeS[A] 
pour T une S-espece, et A un ensemble fini. S[A] designe ici l’ensemble 
des permutations de A. 11 correspond au foncteur U un autre morphisme 
d’anneau 
r): Q[[XI,X2, ~3,...11+0[[x]] 
defmi en posant g(t(xl, x2, xX ,... )) = t(x, x2, x3 ,... ), pour chaque 
t(x,, x2, x,,...). On verilie en effet (voir Joyal 6) clue 
PROPOSITION 4. (UT)(x) = g(T(x,, x2, x,,...)). 
Dans le cas d’une S-espece de la forme Fix(T), cette derniere identite 
permet de calculer le nombre de T-structures a isomorphisme prb, comme 
l’a aussi remarque Joyal. On obtient done ainsi une reformulation de la 
theorie de Polya. 
5. CONCLUSION 
Chaque identitt entre especes sur les permutations donne lieu a une iden- 
titt entre les series indicatrices assocites. Le foncteur Fix fournit de facon 
systematique de telles identitts. Mais elles font toutes intervenir des series 
dun type tres particulier. On observera par exemple que le coefficient du 
monome (x,)“, dans la skie indicatrice dune S-espece obtenue via Fix, 
nest nul pour tout n que dans le cas de la S-espbce nulle. De la l’impor- 
tance d’avoir un contexte plus riche que celui des especes usuelles 
(B-especes). 
Le contexte que nous proposons ici peut se comparer a celui introduit 
par Nava et Rota, via un foncteur 6 qui transforme une espece T sur les 
permutations en une espece G(T) sur les partitions obtenue en posant 
WW~l= c T[ol 
* 
UNE COMBINATOIRE DU PLl?IXYSME 305 
oti la somme a lieu sur l’ensemble des permutations ayant n comme 
partition sowjacente. Rappelons que la partition sous-jacente g une 
permutation a comme parties les ensembles sous-jacent aux cycles de la 
permutation. Nous btudierons plus en d&tail les propriMs de ce foncteur 
dans un prochain article. 
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